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Dual, bidual d’un espace vectoriel normé, topologie faible.

Soit E un espace normé. Le dual E’ de E est 1’espace des formes linéaires conti-
nues sur E. On note E” le dual de E’ et on 'appelle le bidual de E.

Pour tout x € E, on définit une forme linéaire ¢, sur E’, par ¢(x)(f) = f(x).
Comme, |px(f)| = |[f(x)| < [|x]|.|lf|l, ainsi ¢ est un élément de E”.

THEOREME

Soit E un espace vectoriel normé. Alors E est isométriquement isomorphe a un
sous-espace E de son bidual E, plus précisement 'application J; : E — E” définie
par Jr(x) = ¢y est une isométrie linéaire.

Démonstration: On vérifie facilement que 1’application Jg est linéaire, elle est conti-
nue car ||Jg(x)|| = [|¢x]| < [|x||. Il nous reste a montrer que Jr est une isométrie.
D’apres le corollaire 2.2.29, pour tout x € E, il existe f € E' telle que f(x) = ||x|| et
|f]l =1.D’ou

@) = ligxll = sup |¢x(f) = [¢x(F) = [f(x)] = [Ix]],

I£l1=1

ainsi ||Jg(x)|| = ||x||- Ceci termine la preuve du théoréme. N

L'isométrie Jg : E — J(E) C E” est appelée I'application canonique de E dans E”.

DEFINITION
Un espace vectoriel normé E est dit reflexif si J(E) = E”.

REMARQUE
i) Si E est reflexif, alors E est isométriquement isomorphe a E”.
La réciproque est fausse, il y a un exemple d’espace non reflexif mais qui est
isométriquement isomophe a sont bidual.

ii) Tout espace de dimension finie est un espace réflexif. Les espaces 7, LF (1 <
p < o) et les espaces de Hilbert sont des espaces reflexifs.

iii) Tout espace normé réflexif est un espace de Banach, puisqu’il est isomorphe
a son bidual qui est complet. La réciproque est en général fausse, /! est un
Banach, mais n’est pas réflexif, son dual est £*°, mais /*° n’étant pas séparable,
son dual n’est pas ¢! ( voir le théoreme 2.2.50).
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PROPOSITION
Si E = (*(N,K), 1 < p < oo, alors son dual (¢#)" = 7 o1 q est son exposant
conjugué i.e. % + % =1

Plus précisement , (7 est isométriquement isomorphe a (¢F)" par l'isométrie
suivante : T : £ — (¢7)’, définie par : pour b = (by ), E E”/ l’application T((b)) :
P — K est définie par : pour touta = (a,), € (P, T(b = > auby,

D’ou (¢P)" = £P, pour tout p €]1, +oo]. "

Démonstration: On commence par montrer que T est bien définie. Si on fixe b =
(bn)n € 01 alors, 'inégalité de Holder nous donne

[ > anbn| < lal[pl|blly < e (222)
nelN
pour touta = (ay,), € ¢P. Dot (T(b))(a) converge et donc T(b) : £F — K est bien
définie. Il est facile de vérifier qu’elle est linéaire.
De I'inégalité 2.2.2, on déduit que T(b) est continue et ||T(b)| < [/b]|;. D'oix
T(b) est un élément du dual de (7 et || T(b)][ sy < ||b]l4-
On va montrer que ||T(b)|| > ||bl|4- Sib = 0iln’y a rien a faire. On suppose
[l sib, #0
queb #Oetonposea, ={ b ° n 7
sib, =0

Alorsa = (an)n € (F et

lall, = (% |an|P>“P = (X Bl = (X Pl = (bl car

nelN nelN nelN
(3—1)p=4g.0OnaT(b)(a) = > anby = >_ |bx|? = ||b]|]. D'otx
nelN nelN
|T(b)(’1)| ”qu q—q/p _
T(b ;> =||b
IT®) (v lall,— p)ja’” = |6l 16][4-
Ainsi || T(b)|[ 4y = [|bll, pour tout b € £9, donc T est une isométrie linéaire.

On va montrer que T est surjective. Soit f € (¢£7)’, non nul. On définit b = (by,),
par b, = f(e,) oll e, est le nieme élément de la suite canonique i.e. e, = (J,x)keN,
la suite dont tous les termes sont nuls sauf celui en niéme position qui vaut 1. On
va montrer que b € ¢7 et que T(b) = f.

Pour m € N, on définit une suite a support fini, x(m) = (an)n telle que

S % sib, #0et0<n<m
" 0 sin>moub, =0

Alors m
1™, = (3 [bal )P
n=0
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et

™M)y =3 apby =3 |byl7
n=0 n=0

(m) m q m m
d’ot ||f||(él”)’ > |f(x )’ _ Zn:O ‘bﬂ‘ — (Z |bn|Q)1*% — (Z |bn|q)1/q.

LA O A E= =
Lorsqu’on fait tendre m vers +oo dans 'inégalité précédente, on obtient
16]lg < || fll(¢ry, donc b € £7et T(b) = f. n
PROPOSITION

Si E = (}(IN,K), alors son dual (¢!) = ¢*. Plus précisement , /* est isométri-
quement isomorphe a (¢!)’ par I'isométrie suivante : T : £~ — (¢1)/, définie par :
pour b = (by)n € €%, application T((b)) : ! — K est définie par : pour tout

a=(an)y € (Y, T(b)(a) = > anby.
nelN

Démonstration: T est bien définie car pour touta € ¢! etb € £*

| > anbul < bl D |an] < ||alj1]|b]jee < o0 D’ott T(b) est un élément du dual
nelN nelN

de /! et IT(O) Iy < [|blloo- Soit ng tel que by, # 0 on pose a = (an)neN ol

ay = |bu|/b, pour n = ng et a, = 0 sinon. Alors ||aljy = Y |au| = |an,| = 1 et
nelN ,
TB)(@)] = | Y anbal = laby| = [bug]. 0t [T(B) [y > Tl = Lol —

nelN
|bn, |, et ceci est vrai pour tout ng avec by, # 0. Ainsi

IT@®) @y = sup |bng| = sup [bu] = [[b]|eo-

Ylo,bno 750

Ona [[T(b)[[(y = [|blles, pour tout b € £, donc T est une isométrie linéaire.

On va montrer que T est surjective. Soit f € (¢!)’, non nul. On définit b = (b,,),
par b, = f(en). Comme ||e,||; =1

[bn] = |f (en)| < I fll(ryllenlls = [1£ 1l ery-
Alors [|bleo = sup [bu| < [|f|[(p1), dotb € = et f = T(b). n
n

REMARQUE

Mais ¢! n’est pas réflexif, car (/)" # ¢! (voir 2.2.50)

PROPOSITION

Soit E un espace réflexif. Alors, tout élément f € E’ atteint sa norme sur E.

Démonstration: En effet, pour f € E’, d’apres le lemme 2.2.29, il existe ¢ € E” tel

que ¢x(f) = [If] ie f(x) = [If]- n
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La réciproque de la proposition 2.2.44 est également vraie. Si toute forme li-
néaire continue f € E’ sur un espace de Banach E atteint sa norme, alors E est
réflexive (le théoreme de James (1971)).

DEFINITION (FAMILLE TOTALE)
Une famille {x;};c; d’un evn E est dite totale si 1'espace vectoriel engendré par
{x;}icr est dense dans E i.e. Vect{x; |i € [} = E.

Une suite totale est une famille totale dénombrable.

PROPOSITION
Un espace vectoriel normé est séparable si et seulement s’il admet une suite totale.

Démonstration: Si E est séparable il admet une suite {x, },cn dense, en particulier
c’est une suite totale dense.

Réciproquement, soit {x, } ;e une suite totale de E .
Alors, Vectgiig{Xntnen = {XiejAixi | I fini, A; € Q 4 iQ} est un ensemble dé-
nombrable et dense dans Vectg {xy },en et donc dense dans E, ainsi E est sépa-
rable. =

REMARQUE

Soit E un K-espace vectoriel normé, F un sous-espace vectoriel fermé (strict) de E
etxg € E \ F.

Alors, il existe ¢ € E' tel que ¢p|r = 0, et ¢p(xg) = d(xp, F) > 0 (voir TD).

On en déduit qu’'un sous-espace F est dense dans E (i.e. F = E) si et seulement si
¢ € E et ¢p|r =0, alors ¢ = 0.

THEOREME (DUALITE ET SEPARABILITE)
Soit E un espace vectoriel normé. Si E’ est séparable, il en est de méme de E.

Démonstration: Soit { f, }neN une suite d’éléments de E’ qui est dense. Soit {xy, },eN

uen)| = 51l
2]} =1
On va montrer que {x, },cN est totale dans E. Pour cela, d’apres la remarque pré-
cédente, il suffit de montrer que toute f € E’ qui s’annule sur la suite {x, },en est
identiquement nulle.

Soit f € E’ telle que f(x,) =0 pour tout n € IN.

une suite de E telle que pour tout 7 :
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Par densité de la suite {f,},cN, pour tout € > 0, il existe n, € N tel que
||f = fu|| < €. Donc

;angH < |fue(n) [ = [(fue = ) Cen) | < 1 fne = flll |20 ]| < €

Donc ||f]| < |If = full + |Ifn]| < 3e. Comme ¢ est arbitraire ceci entraine que
f =0. |

REMARQUE
La réciproque a la proposition 2.2.50, est en générale fausse ; par exemple : (£1)" =
;0 est séparable, mais pas son dual /% .

Théoréme de Hahn-Banach : forme géométrique

DEFINITION

Soit E un R-espace vectoriel.

Un hyperplan affine de E est un sous-espace affine de codimension 1 de E, ou, de
maniere équivalente une partie de E de la forme

H=f"'(a)={xcE: f(x) —a},

ou f est une forme linéaire non nulle et & € K. Nous dirons alors que f = « est
une équation de H.

i) On dit qu'un hyperplan affine H d’équation f = a sépare deux parties A et B
de E si, quitte a échanger Aet B,ona A C f1(] — oo, a]) et B C f~1([a, +o0[).

ii) On dit qu'un hyperplan affine H d’équation f = a sépare strictement A et B d
s'il existe € > 0 tel que, quitte & échanger Aet B,ona A C f (] — o0, a —€])
et BC f!([a+e, +oo|).

PROPOSITION
Un hyperplan de E est fermé si et seulement si f € E'.

Démonstration: Ona H = f~!(a) = a + ker f, d’ott H est fermé si et seulement si
ker f est fermé, on a déja vu que ker f est fermé si et seulement si f est continue.g

THEOREME (THEOREME DE HAHN-BANACH (FORMES GEOMETRIQUES))
Soit E un evn sur R. Soient A et B deux convexes non vides disjoints de E.

1) (lere forme géométrique)
Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B.
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2) (2nd forme géométrique)
Si A est compact et si B est fermé, alors il existe un hyperplan affine fermé
séparant strictement A et B.

REMARQUE
On peut en déduire la version suivante dans le cas o1 E est un espace vectoriel
normé sur C

THEOREME (THEOREME DE HAHN-BANACH (FORMES GEOMETRIQUES) VERSION COMPLEXE)
Soit E un evn sur C. Soient A et B deux convexes non vides disjoints de E.

1) (lere forme géométrique)
Si A est ouvert, alors il existe f € E' — {0}, « € R tels que

Ref(a) <a <Ref(b),Vac A, beB.

2) (2nd forme géométrique)
Si A est compact et si B est fermé, alors il existe f € E' — {0}, « € Rete > 0
tels que
Ref(a)+e <a<Ref(b)—¢ Vac A beB.

Pour la démonstration, on considére E comme un espace vectoriel sur IR, on ap-
plique la version réelle du théoreme qui donne f; : E — R forme linéaire continue
non nulle telle que, f1(a) < a < f1(b),Va € A, b € B. Alors, f définie par
f(x) := f1(x) —ifi(ix), pour x € E, convient.

On a besoin pour la démonstration d’établir les résultats suivants :

LEMME ( JAUGE OU FONCTIONNELLE DE MINKOWSKI)
Soit C un convexe ouvert non vide d'un espace vectoriel normé (E, ||.||) tel que
0 € C. On pose pour tout x € X, pc(x) := inf{a > 0: £ € C}. Alors

i) pc estune application de E dans R, telle qu’il existe M > O et pc(x) < M||x||
pour tout x € E.

ii) C={x € E|pc(x) <1}.
iii) Pour tout A > 0etx € Eona pc(Ax) = Apc(x).
iv) Pour tous x,y € E, pc(x +v) < pc(x) + pc(y).

pc est une forme sous-linéaire, appelée Jauge ou fonctionnelle de Minkowski de
C.

Démonstration: i) Comme 0 € C, il existe une boule fermée B'(0,7) C C, d’ou
pourtoutx € E— {0} ona TaT € B(0,7) C C Ainsi, I'application pc : X — R™

est bien définie et pour M = 1 ona pc(x) < M||x| pour tout x € E.
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ii) Soit x € C. Comme C est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que (1+¢)x € C, par suite
pc(x) < 1+8 < 1.Donc C C {pc < 1}. Rec1pr0quement si pc(x) < 1, par
définition de pc(x), il existe « €]0,1[ tel que 3 € C. Alors, par convexité de C,

on aura x = 0% + (1 —wa)0 € C.Donc {pc < 1} C C.
iii) Soit A > Oetx € E, pc(Ax) := inf{a > 0: 2 € C} = Ainf{§ >0: &
C} = Apc(x).

iv) Soientx,y € Eeta etay telsque 7~ € C et L - el
Alors, par convexité,

Xty . w (x>+ %) (y>€C
a1 +0ay &+ \& a1+ ap \ap
Ainsi pc(x +y) < a1 + ap et en passant a l'infimum sur a; puis sur ap, on
obtient I'inégalité pc(x +y) < pc(x) + pc(y). m

On va utiliser ce lemme pour montrer, un cas particulier du théoreme ot 'un
des deux sous-ensembles est un point.

PROPOSITION
Soit C un convexe ouvert non vide, d’'un R-evn E et xg ¢ C.
Alors il existe une forme linéaire continue f € E' — {0}, telle que pour tout x € C,

f(x) < f(xo)-

Démonstration: Quitte a translater C, on peut supposer sans perte de généralité, que
0 € C.On définit sur F = Rxg une forme linéaire fy par fo(tx9) = tpc(xg), t€R.
Alors fo < pc sur F, en effet :

(txo),'

sit>0, fo(txo) = tpc(x) =
0) <0< Pc(txo)-

sit <0, fo(txg) = tpc(x

Par le théoreme de Hahn-Banach, f; admet un prolongement f telle que f(x) <
pc(x), pour tout x € E. Pour terminer la preuve, nous avons besoin de vérifier que
f est continue et sépare xy de C. La continuité de f découle des inégalités, pour tout
x € E, f(x) < pe(x) < M||x|, puisqualors —f(x) = f(—x) < M| — x|| = M]x]|
et donc |f(x)| < M]|x||, par suite f € E'.

Comme xg ¢ C = {x € X : pc(x) < 1}, nous avons f(x) < pc(x) < 1 <

pc(xo0) = fo(xo) = f(x0)- n

Démonstration: (du théoréeme de Hahn-Banach) 2.2.58

1) (lere forme géométrique)
On considere
C={c=a—-blac A, beB}.
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qui est convexe et non vide car A et B le sont, ouvert car c’est la réunion des
ouverts A — y pour y dans B, et ne contient pas 0 puisque A et B sont disjoints.
Par la proposition 2.2.61, il existe donc ¢ € E’ tel que £(c) < 0 pour tout ¢ dans
C, i.e. tel que ¢(a) < £(b) pour tous a dans A et b dans B. Posons & = sup ¢(a),
acA
qui vérifie donc o < gnlfg (D). Alors I'hyperplan affine d’équation ¢ = « (qui est
€
fermé car /¢ est continue) sépare A et B.

2) (2nd forme géométrique)
On considere
C={c=a—-blac A, beB},

qui est convexe et non vide car A et B le sont, fermé car A est compact et B
fermé, et ne contient pas 0 puisque A et B sont disjoints.

Comme 0 ¢ C et C fermé, il existe ¥ > 0 tel que B(0,r) N C = @. Puisque
B(0,r) estun convexe ouvert, la lere forme géométrique, donne 'existence d'un
hyperplan fermé H qui sépare C et B(0,7). Donc il existe f € E/, f # 0, telle
que

fla—b) < f(rx)=rf(x),Yac A, beB, xe€ B(0,1).

Comme

inf f(z)=— sup [f(x)|=— sup [f(x)[=—|f]l <O
x€B(0,1) xeB(0,1) x€B(0,1)

= f(a) = f(b) < ~r|fll, Va € A, b e B
& f@) +5IFI < () = SIfI Vac A, beB.

On pose a = sup f(a) ete = 5| f|
acA

= f(a)+e <a<f(b)—¢Vac A beB.
D'ou H = [f = a] sépare strictement A et B.
Voici une conséquence du théoreme de Hahn-Banach (forme géométrique).
2.2.64 COROLLAIRE

Chaque sous-ensemble convexe fermé K d"un espace vectoriel normé E est I'inter-
section de tous les demi-espaces fermés qui contiennent K.

Rappelons qu'un demi-espace est ce qui se trouve d'un c6té d’un hyperplan;
donc un demi-espaces est de la forme

{x€€E: f(x) <a}
pour f € E/,a € R.
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Démonstration: K est trivialement contenu dans l'intersection des demi-espaces qui
contiennent K. Pour prouver l'autre inclusion, on choisit un point xy ¢ K et on
utilise le théoreme de séparation 2.2.58 pour A = K et B = {xp}. On obtient
ainsi une fonction f € E’ telle que a := sup, ., f(x) < f(xo). Il s’ensuit que le
demi-espace {x € E: f(x) < a} contient K, mais pas xg. Ceci termine la preuve.g

2.2.66 REMARQUE
Un fermé pour la topologie forte n’est pas, en général, fermé pour la topologie
faible, par exemple la sphére unité en dimension infinie. Toutefois, pour les convexes,
les fermetures fortes et faibles sont les mémes.

2.2.67 PROPOSITION
Toute partie convexe C de E qui est fermée pour la norme est aussi faiblement
fermée.
En particulier, les sous-espaces vectoriels fermés sont les mémes pour les deux
topologies.

Démonstration: Toute ¢ € E’ est continue pour la topologie faible. Les demi-espaces
{x € E; ¢(x) < a} sont donc fermés pour la topologie faible, et par conséquent
C aussi, puisque C est égal a l'intersection des demi-espaces le contenant, par le
corollaire 2.2.64. -

2.2.69 Exercice (Ensembles convexes qui ne peuvent pas étre séparés) Montrer que I'hy-
pothese d’ouverture dans 2.2.58 1) est essentielle. Pour cela, considérons l'espace
vectoriel R[X] des polynomes a une variable et a coefficients réels. Soient A, le
sous-ensemble composé des polyndmes a coefficient dominant négatif, et B le
sous-ensemble des polyndmes dont tous les coefficients ne sont pas négatifs. Mon-
trer que A et B sont des parties convexes disjointes de R[X] , et qu’il n’existe pas
de forme linéaire non nulle f sur R[X] telle que

f(a) < f(b) pourtouta € A, b € B.

(Indication : supposons que pour C € Rona f(a) < C < f(b),a € A, b € B; déduire
de 0 € B que C < 0 et en considérant les mondmes, que C > 0.

2.2.70 Exercice (Ensembles convexes fermés qui ne peuvent pas étre strictement séparés)
Montrer que 'hypothese de compacité dans 2.2.58 2) est essentielle. Construire
deux ensembles convexes fermés du plan IR? qui ne peuvent pas étre strictement
séparés.
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2.2.2 Théoremes de Carathéodory et de Krein-Milman
Enveloppe convexe

Soit E un espace vectoriel sur R. Soit A une partie de E. L'enveloppe convexe
de A, Conv(A), est I’ensemble des barycentres a coéfficients positifs des points de
Alie

COTlU(A) = {Z)H-ai | [ fini, A; € R+,Z)Li =1leta; € A}
icl il
Exercice Montrer que Conv(A) est égal a l'intersection de tous les convexes conte-
nant A.

Le théoreme de Carathéodory ci-dessous affirme qu’en dimension 7, on peut

majorer par 1 + 1 le cardinal de chaque ensemble I intervenant dans la définition
de Conv(A).

THEOREME (DE CARATHEODORY)
Soit A une partie de R". Alors

Conv(A) = {Z)Wﬂ I <n+1, A4 €eRT,> A =1leta; € A}
i€l i€l

Démonstration: On raisonne par 1’absurde, on suppose qu'il existe un x € Conv(A)

qui s’écrive comme combinaison convexe de g > n + 2 éléments x; de A, x =
9
> Aixj, avec A; € RT, > A; = 1 et que x ne puisse pas s’exprimer par une combi-
i=1 i€l
naison convexe de g — 1 points. On remarquera que tous les A; > 0.
Comme g > n + 1, les points x1,...,x,; sont affinement liés (i.e. les vecteurs

X — X1,...,Xg — X1 sont linéairement dépendants), si bien que I'on peut trouver

q q
M1, ..., Hg,non tous nuls tels que > pix; = 0et > p; = 0.
i=1 i=1
Soitk € {1,...,q} tel que Ak inf {& | u; > 0}. En remplagant, dans 1'ex-
Mk Isisq Ry ‘
pression de x, xj par — &xi, onaura x = Y J;x;, avec; = A; — /\k&-
i£k Pk ik Hi

A
Alors Y 6= i——kai:ZAizlet
i+k i+k Mk ik i+k
d; :/\i—%yi >Ai—A;=0sipu; >0etd; > A;siu; <0.
Donc x = Z d;x; est combinaison convexe de g — 1 éléments de A, ce qui est une
ik
contredition.
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COROLLAIRE
Soit K un compact de IR", alors son enveloppe convexe est compacte.

Démonstration: .
n+1

On considere le compact de R*™1 A = {(t,...,t,41) € R | St = 1}, eton
i=1
définit I’application ¢ : K"*! x A — R"*1, par

n+1
<p((x1,. . .,xn+1),(t1,...,tn+1)) — Z tix;.
=1

Par le théoréme de Caratheodory, Conv(K) = ¢(K"*1 x A). Comme ¢ est continue
(car elle est polynomiale) et K"*! x A est compact, Conv(K) est compacte. m

REMARQUE

En dimension infinie, 'enveloppe convexe d'un compact n’est pas toujours com-

pacte ni méme fermée.

Par exemple, dans /2 = {(a,) € RN| Y |a,|*> < +o0} on consideére le compact
neN

K= {%", k € N*}U{0}.

ou e, = ((Sk,n)nG]N.
Alors la suite

n 271' e
Xn =Y — € Conv(K).

=5 =it

j=1
mais sa limite
oo
lim v, =Y 272
n—-+oo n Z 1

i=1
ne peut pas s’écrire comme combinaison convexe ( finie) des éléments de K, donc
n’est pas dans Conv(K), ainsi Conv(K) n’est pas fermée.

Le théoreme de Krein-Milman
Dans toute la suite E sera un espace vectoriel normé sur K.
DEFINITION

Soit K un sous-ensemble convexe, non vide de E. Un sous-ensemble extrémal S de K
est un sous-ensemble S C K tel que
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1. S est un convexe fermé non vide.

2.SixeSetx=ty+ (1 —t)zavecy,z € Kett €]0,1[, alorsy,z € S.
Un point extrémal de K est un point x € K tel que {x} soit un sous-ensemble extré-
mal. En d’autres termes un point extrémal de K, n’est pas un point intérieur d’un

segment contenu dans K.
On notera par Ext(K), 'ensemble des points extrémaux de K.

2.2.78 EXEMPLE. 1) Soit A, I’enveloppe convexe dans R"*! de la base canonique {ey, ..., €,.1}
L'ensemble de ses points extrémaux est {e1, ..., e,4+1} qui est formé de n + 1
points. Plus précisement, A, a 2"*! — 1 ensembles extrémaux propres (# A).

Pour 0 < k < n,le convexe A, a (Zﬁ) sous-ensembles extrémaux de dimension

k.

2) L'hypercube C,, = {x € R"||x;| < 1,i € {1,...,n}} a 2n points extrémaux a
savoir (£1, £1, ..., £1).

3) La boule fermée B(0,1) = {x € R?|||x|| < 1} a la sphere S(0,1) comme en-
semble de ses points extrémaux, ce qui montre que 1'ensemble des points extré-
maux peut-étre infini.

4) L’exemple suivant, montre que I'ensemble des points extrémaux d"un compact
n’est nécessairement fermé. On considere le sous ensemble de R3,

A = Conv ({(x, y, 0)]x* +y*> =1} U{(1,0,1),(1,0,-1)}).
Alors, Ext(A) = {(x, v, 0)|x* +y?> =1, x #1}U{(1,0,1),(1,0,—1)} n’est pas
fermé.
2.2.79 REMARQUE
1. Tout convexe non vide K est un sous-ensemble extrémal de lui-méme.

2. x est un point extrémal de K si et seulement si K — {x} est convexe.

Le lemme suivant donne une maniere canonique de construire des ensemble
extrémaux.
2.2.80 LEMME
Soit K un convexe compact non vide de E. Soit f : E — R une forme linéaire
continue, telle que f|, n’est pas constante. on pose
Alors, I'ensemble S¢ = {x € K| f(x) = max f(x)}, est un sous-ensemble extré-

mal strictement contenu dans K.

Démonstration: (du lemme) Posons my = max f(x). Par compacité de K et continuité
x€

def,S¢=f 1({m £}), estun fermé non vide. Comme f est linéaire, S¢ est convexe.
De plus, si x € Sy, sécrit x = ty + (1—1t)z,avecy,z € Kett €]0,1], alors my =
f(x) =tf(y)+ (1 —1t)f(z) etdonc t(ms— f(y)) + (1 —t)(ms— f(z)) = 0. Comme
f(y) < mset f(z) < mgett €]0,1] on a nécessairement my = f(y) = f(z) i.e.
Y,z € Sy. Enfin S¢ est strictement contenu dans K, car f n’est pas constante. m
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LEMME

Soit K un convexe compact non vide de E. Soit S C K un sous-ensemble extrémal
de K. Soit S’ C S. Alors S’ est un sous-ensemble extrémal de S si et seulement si S’
est un sous-ensemble extrémal de K.

En particulier, Ext(S) = Ext(K) N S.

Démonstration: Si S’ est un sous-ensemble etrémal K, x € S/, et x est un point interior
de [y, z] C S, c’est aussi un point intérieur de [y, z] C K. Donc, y, z € S/, et donc
S’ est un sous-ensemble extrémal de S.

Réciproquement, if S’ est un sous-ensemble extrémal de S, x € S, et x €
[y, z] C K. Dufaitquex € Sonay, z € Sdou [y, z] C S. Mais comme, S’
est extrémal dans S, y, z € S ainsi S’ est extrémal dans K. -

THEOREME ( DE KREIN-MILMAN)

Soit E un espace vectoriel normé, K un sous-ensemble compact, convexe non vide
de E. Alors

1) Ext(K) # @ i.e. tout compact convexe non vide a au moins un point extrémal.

2) K = Conv(Ext(K)), tout compact convexe est égal a l'adhérence de I'enveloppe
convexe de ses points extrémaux.

Démonstration: On considére & 1’ensemble des sous-ensembles extrémaux de K.
Comme K € &, cet ensemble n’est pas vide. On ordonne & par l'inclusion inverse
i,e. A < B si est seulement si B C A. On veut appliquer le lemme de Zorn pour
montrer que & a un élément "maximal’, i.e., un sous-ensemble qui est minimal par
rapport a l'inclusion. On va vérifier que (&, <) est inductif.

Soit 7 = {A; : i € I} C & une partie totalement ordonnée de &. On doit
montrer que .7 admet un majorant et A = ;1 A; est le candidat "naturel”. On
doit montrer que A € & i.e. A est un sous-ensembles extrémal de K.

Clairement, A est un fermé, comme intersection de fermés. On vérifie faci-
lement qu’une intersection non-vide, de sous-ensembles extrémaux est un sous-
ensemble extrémal de K. Il nous reste a montrer que A n’est pas vide. Supposons
que ce ne soit pas le cas, alors @ = N;c; A;, par compacité de K, une intersection
finie N/_; A; = ©. Mais, comme .7 est une partie totalement ordonnée, cela im-
pliquerait que 1'un des A; soit vide, contredisant ainsi le fait que chaque A; est un
élément de &. Ainsi A = ;e A; est un majorant de 7. D'ou (&, <) est induc-
tif et d’apres le lemme de Zorn, & admet un élément maximal F. On va montrer
que F est un singleton. Sinon, F, a au moins 2 points. D’apres 2.2.58, il existe une
forme linéaire continue fy sur E, qui sépare deux points de F. D’apres le lemme
22.80,S5; ={x € F : fo(x) = max f(z)} est sous-ensemble extrémal de F et



2. Analyse fonctionnelle: Les théoremes fondamentaux 89

d’apres le lemme 2.2.82, il est aussi un sous-ensemble extrémal de K. Comme f
n’est pas constante, S f & F, mais alors F n’est pas un élément maximal de &, d’ou
contradiction. Ainsi F est nécessairemen un singleton.

Ceci prouve le 1) du théoreme, i.e. K a au moins un point extrémal.

Soit K, = Conv(Ext(K)), comme Ext(K) C K, par convexité de K, Conv(Ext(K)) C
K et donc K, C K, car K est fermé. On va montrer maintenant K C K,.

Soit, z ¢ K,. Comme z € K., d’apres la théoreme 2.2.58, il existe une forme
linéaire continue £ et c € Rtel que {(y) < c¢ < ¢(z) pourtouty € K.

D’apres le lemme 2.2.80, le sous-ensemble S, = {x € K : {(x) = max 0(t)} est

extrémal dans K, il contient donc un point extrémal p de K. Ainsi p € Ext(K) C K,
et par suite/(p) < c. Comme ¢(p) = mal?f(x), on aura donc pour tout y € K,
x€

¢(y) < c. D’autre part £(z) > ¢, donc z ¢ K. On a ainsi montré que K C K,. n

Topologie faible et topologie faible-x

Soit E un evn. La topologie forte sur E’ est la topologie de la norme (||f| =

sup |f(x)|). On va définir d’autres topologies aussi naturelles.
lxfl<1

2.2.86 DEFINITION
Soient E un espace normé et E’ son dual.

1) On appelle topologie faible sur E et on la note o(E, E’), la topologie sur E la
moins fine rendant continue les éléments de E'.

2) On appelle topologie faible- sur E’ et on la note o(E’, E), la topologie sur E’ la
moins fine rendant continue les applications linéaires f — f(x), x € E.

2.2.87 REMARQUE
Puisque les éléments de E’ (resp. les applications f — f(x), x € E) sont continues
pour la topologie définie par la norme sur E (resp. sur E’), ces topologies sont
moins fines que celles des normes ( qu’on appelle aussi topologie forte).

On va décrire ces topologies en donnant des bases de voisinages des points.

2.2.88 PROPOSITION
1) Une base de voisinages pour la topologie faible d"un point xo € E est donnée par
les parties :

n
Vegr,non(X0) ={x € E; |@i(x —x0)| <&, Vi=1, ..., n} = ) Vg (x0),
i=1

oue>0,n>1letey, ..., o € E' sont arbitraires.
La topologie o (E, E') est séparée.
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2) Une base de voisinages pour la topologie faible-+ d’une forme ¢ € E’ est don-
née par :

n
We ... n(90) = {@ € E'; |o(xi) — @o(xi)| <&, Vi=1, ..., n} = [ Wex(90)
i=1
oue>0,n>1letxy, ..., x, € E sont arbitraires.
La topologie o (E’, E) est séparée.

Démonstration: 1) On vérifie que ces ensemble forment une base d'une topologie,
que cette topologie est moins fine que la topologie de la norme, car pour tout
xo € E, toute forme ¢ € E’ est continue en x( pour la norme et donc pour tout
e > 0, il existe 6 > 0 telle que B(xg,0) C Vgo(xg). D’autre part, pour toute
topologie T sur E, telle que tout ¢ € E’, est continue on a pour tous xy € E
ete > 0, Vep(xo) = ¢ 1 (Jo(x0) — & @(x0) + ) € Tetdonc Veg,, . 0,(x0) =

ﬁ Ve,0:(x0) € T. On ainsi montré que cette topologie est moins fine que 7, donc

lc_e}cte topologie est bien ¢(E, E) la topologie faible. Il reste a voir qu’elle est

séparée. Or si x; # X, il existe d’apres le théoreme de Hahn-Banach, ¢ € E’

telle que ¢(x1) # @(x2); en posant ¢ = MBM, les voisinages V¢ (x1) et
Ve,p(x2) sont disjoints.

2) Méme argument, par exemple si ¢1 # ¢y, il existe x € E tel que ¢1(x) # @a(x);

|91 (%) —@2(x)]
3

alors, pour ¢ = yona We (1) N Wex(@2) = @, elle est donc séparée.

REMARQUE
Soit E un evn. On a ainsi définit sur son dual E’ trois topologies :

la topologie faible-x, o (E’, E)
La topologie faible, c(E’, E")
la topologie forte i.e. la topologie de la norme || f|| = sup |f(x)].
[lx][p=1
D’apres la définition, o(E’, E) est moins fine que la topologie faible o(E’, E"), qui
elle-méme est moins fine que la topologie forte.
Si E est un espace reflexif, les topologie faible et faible-* coincident.

Exercice Montrer que si dim E = +o0, et Sp = {x € E; ||x|| = 1}, alors I'adhérence
de Sg pour la topologie faible est égale a B = {x € E; ||x| < 1}.

En général, les toplogies faibles ne sont pas métrisables (voir 1.2.41), on va se
contenter de parler de la convergence des suites, méme si celles-ci ne suffisent
pas pour étudier la topologie faible. Il résulte immédiatement de la description
des voisinages faibles que 'on a :
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PROPOSITION
1) La suite (x,)neN converge vers x pour la topologie faible sur E si et seulement
si:
Vo € E'ona: lim ¢(x,) = ¢(x).

n—-4o0

qu’on notera : x, —— X

2) La suite (¢,),en converge vers ¢ pour la topologie faible-* sur E’ si et seule-
ment si :
Vx € Eona: nLHEOO on(x) = ¢(x)
Démonstration: 1) = Conséquence de la continuité de ¢.
< Soit Ve,g,,...,0n( ﬂ Ve,9,(x) un voisinage de base de x. Comme pour tout

ie{l, ..., n}, (pl-(xn) —> @i(x), il existe Nj(e) € N tel que |¢;(x,) — @i(x)| < ¢
pour tout n > Nj(e), ie @i(xy) € Ve,p,(x) pour tout n > Nj(e). Posant N(e) :=

malx( ;). Alors x,, € ﬂ Ve,p;(x) pour tous i € {1, ..., n} etn > N(e), donc
[AS] i=1
(xn) converge vers x pour la topologie faible.

2) Méme argument. m

PROPOSITION
Les topologie faible et forte coincident sur E si et seulement si dim E < +-oco.

Démonstration: Supposons que dimE = n < 4o0. Soit (e1, ..., e;) une base de
E, on définit la norme ||.||, en posant pour x € E, ||x||c = maXj<j<,|¥;| olt
x = Y.I'; x;e; est la décomposition de x dans la base. Comme les normes sur E sont
équivalentes, pour montrer que la topologie forte est égale a la topologie faible, il
suffit de montrer que toute boule est un ouvert pour la topologie faible.

Soit x € E ete > 0, alors

B(x,e)={ycE||ly—x|lo<e}={y€E|lyi—xi| <e Vi=1, ..., n}

Soit pour tout i, ¢; : E — K, la projection sur la i ®™¢ coordonnée

Alors B(x, €) = {y € E||pi(y) —pi(x)| <€, Vi=1, ..., n} = Vep, . 0,(x)est
un ouvert de la topologie faible.

Supposons que dim E = +co. Nous allons montrer que 0 est dans ’adhérence
de S = {x € E| ||x|| = 1} pour la topologie faible.

Comme S est un fermé pour la topologie forte et que 0 € S, son adhérences
pour la topologie faible est distincte de celle de la topologie forte. Donc ces topo-
logies sont distinctes.

Soit Ve g,,....p,(0) un élément de la base de voisinage de 0 pour o(E,E’). On a

i, ker ¢; est un sous-espace vectoriel de E, de codimension au plus 7, contenu
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dans Ve y,,...9,(0). Comme dim E = +o0, par le théoreme du rang, dim N}, ker ¢; =

‘ ) P 28y 2 x
+oo et donc il existe x # 0 tel que x € (i ker ¢;, par homogénéité [E] -

n

[ ker ¢; dott SN Ve, (0) nest pas vide. Comme S rencontre tout voisinage
i=1
de 0, pour la topologie faible, 0 est dans 1’adhérence de S pour cette topologie. n

Exercice Montrer que si dimE = +o0, et S = {x € E;||x|| = 1}, alors I'adhérence
de S pour la topologie faible est égale a B = {x € E; ||x|| < 1}.

REMARQUE
Un fermé pour la topologie forte n’est pas, en général, fermé pour la topologie
faible. Toutefois, pour les convexes, les fermetures fortes et faibles sont les mémes.

PROPOSITION

Toute partie convexe C de E qui est fermée pour la norme est aussi faiblement
fermée.

En particulier, les sous-espaces vectoriels fermés sont les mémes pour les deux
topologies.

Démonstration: Toute ¢ € E’ est continue pour la topologie faible. Les demi-espaces
{x € E; ¢(x) < a} sont donc fermés pour la topologie faible, et par conséquent
C aussi, puisque C est égal a l'intersection des demi-espaces le contenant, par le
corollaire 2.2.64. -

REMARQUE

Le résultat précédent n’est pas vrai en général, pour la topologie faible-* En effet,
les formes linéaires continues pour la topologie faible- sur E’, sont exactement
celles de la forme f — f(x) pour x € E. En particulier, si E n’est pas réflexif, il
existe f € E” qui ne soit pas de la forme précédente, i.e. une évaluation en un
point, alors I'hyperplan H = ker f est fermé pour la topologie forte sur E’ mais
pas pour la topologie faible-x.

REMARQUE

Le résultat précédent n’est pas vrai en général, pour la topologie faible-* En effet,
les formes linéaires continues pour la topologie faible- sur E’, sont exactement
celles de la forme f +— f(x) pour x € E. En particulier, si E nest pas réflexif, il
existe f € E” qui ne soit pas de la forme précédente, i.e. évaluation en un point,
alors I'hyperplan H = ker f est fermé pour la topologie forte sur E’ mais pas pour
la topologie faible-*.



